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Popatrzmy na nastepujace trzy zadania:
Zadanie 1. Ile jest liczb dwudziestocyfrowych o sumie cyfr réwnej 57

Zadanie 2. Oblicz, ile jest liczb dwudziestocyfrowych spelniajacych jednoczes$nie na-
stepujace trzy warunki:
e w rozwazanych liczbach wystepuja wyltacznie cyfry 1, 21 3,
e kazda cyfra 1, 2 i 3 wystepuje co najmniej jeden raz,
e cyfry wystepuja w rozwazanej liczbie w kolejnosci niemalejacej, tzn. wszystkie cyfry
1 wystepuja przed wszystkimi cyframi 2 i 3 oraz wszystkie cyfry 2 wystepuja przed
wszystkimi cyframi 3.
Przyktadowe takie liczby:

11111122223333333333,  12222222222222222223,11111111111111111123.

Zadanie 3. Oblicz, ile jest liczb dwudziestocyfrowych spelniajacych jednoczes$nie na-
stepujace dwa warunki:
e w rozwazanych liczbach wystepuja wylacznie cyfry 1, 21 3,
e cyfry wystepuja w rozwazanej liczbie w kolejnosci niemalejacej, tzn. wszystkie cyfry
1 wystepuja przed wszystkimi cyframi 2 i 3 oraz wszystkie cyfry 2 wystepuja przed
wszystkimi cyframi 3.
Przyktadowe takie liczby (oprécz trzech przykladowych liczb pokazanych w zadaniu 2):

11111111111111111111,11111111113333333333, 22222222222222222223.

OczywisScie zadania 2 i 3 sg podobne. Co jednak ma z nimi wspélnego zadanie 17 Okaze
sie, ze istnieje wspolna metoda rozwiazania tych trzech zadan. Na razie jednak zajmijmy
sie najbardziej naturalnymi rozwigzaniami tych zadan.

W rozwiazaniach tych trzech zadan bedziemy korzysta¢ z dwéch regul kombinatorycz-
nych (reguty dodawania i reguly mnozenia) oraz z pojecia wspotczynnika dwumianowego
(tzw. ,symbolu Newtona”). Reguly dodawania i mnozenia zostaly dokladnie opisane
w omoéwieniu zadania 41 z Informatora (cze$¢ podstawowa). Tutaj omoéwie wlasnosci
wspolczynnikéw dwumianowych.

Wspotezynniki dwumianowe mozemy definiowaé na wiele sposobéw. Jeden sposéb po-
lega na zdefiniowaniu ich wzorem:

n\ n!

k) k! (n—k)

dla n i k takich, ze 0 < k < n. Inny polega na zdefiniowaniu wspoétczynnika (Z)
jako liczby k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego (czesto przy tym uzy-
wamy terminologii kombinatorycznej, mowiac o k-elementowych kombinacjach ze zbioru
n-elementowego). W pierwszym sposobie definiowania wspétczynnikéw dwumianowych
nie podkresla sie w nalezyty sposéb, ze jest to pojecie nie tyle algebraiczne, ale kom-
binatoryczne. Drugi sposéb definiowania wymaga od ucznia zapoznania si¢ z pojeciem
zbioru i podzbioru. Oczywiscie te pojecia bedziemy musieli wprowadzi¢ w czasie nauki
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kombinatoryki, ale chyba dydaktycznie lepiej jest nie opiera¢ jednej z najwazniejszych
definicji na pojeciach, ktére dla uczniéw sg nowe i niedostatecznie przyswojone.

Opisze tutaj méj ulubiony sposéb wprowadzania wspdétczynnikéw dwumianowych. Po
raz pierwszy uczniowie stykaja sie ze wspotczynnikami dwumianowymi przy okazji wzo-
réw skréconego mnozenia. Najpierw wyprowadzam wzory na kwadrat i szeScian sumy:

(a +0)* = a® + 2ab + b,
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

Nastepnie prosze uczniow, by w domu w podobny sposéb wyprowadzili kilka nastepnych
WZOrow:

Uczniowie dostrzegaja regulte. Po prawej stronie wzoru na (a + b)"™ mamy zawsze sume
podobnie wygladajacych sktadnikéw: pierwszym jest a™ (czyli a™b°), w kazdym nastep-
nym potegi a maleja, a potegi b rosng i tak az do ostatniego sktadnika, ktérym jest b™
(czyli a’b™). Zagadka natomiast pozostaja wspétezynniki. Wyjagniam uczniom, ze one
biorg sie z tzw. trojkata Pascala, ktéry wypisujemy na tablicy:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5) 10 10 5) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Podaje wtedy uczniom zasade tworzenia kolejnych wierszy: zaczynamy i konczymy kazdy
wiersz jedynka; kazda z pozostatych liczb jest sumag dwdéch liczb sasiadujacych z nia jeden
wiersz wyzej. Nie podaje wtedy wzoru na wspélczynniki dwumianowe; zostawiam to na
pézniej, gdy zaczynam uczy¢ kombinatoryki.

Nauke kombinatoryki rozpoczynam od wprowadzenia regul mnozenia i dodawania (jak
wspomniatem wyzej, opisalem je dokladniej w oméwieniu zadania 41 z Informatora).
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Lekcje dotyczacag wspoteczynnikow dwumianowych rozpoczynam od wprowadzenia po-
jecia ciagu zerojedynkowego: jest to ciag liczb, ktérego kazdy wyraz jest zerem lub
jedynka. Dopuszczalne jest tez, by ktéras z tych liczb w ciagu nie wystapita. Takie
ciagi zapisujemy bez przecinkéw oddzielajacych kolejne wyrazy. Po kilku przyktadach
prosze uczniéw, by w domu wypisali wszystkie ciggi zerojedynkowe dtugosci 2, 3, 41 5
(czasem nawet tez dlugosci 6) oraz pogrupowali je wedlug liczby jedynek w ciggu oraz
odpowiedzieli na pytanie, ile jest ciagéw zerojedynkowych dtugosci n (gdzie 1 < n < 5),
w ktorych jest k jedynek (gdzie 0 < k < n). Latwo grupujemy ciagi dtugosci 11 2:

0 1

oraz
00 01 11

10

Ciagi dtugosci 3 grupujemy w czterech kolumnach:

000 001 o011 111
010 101
100 110

Dla przyktadu pokaze jeszcze pogrupowane ciagi dtugosci 5:

00000 00001 00011 00111 01111 11111
00010 00101 01011 10111
00100 00110 01101 11011
01000 01001 01110 11101
10000 01010 10011 11110
01100 10101
10001 10110
10010 11001
10100 11010
11000 11100

Uczniowie, ktérzy prawidlowo wykonaja zadanie domowe (a wiec na przyklad nie zgubia,
niektorych ciagdw, co czesto sie zdarza), zauwazaja, ze znalezione liczby tworza znany
im tréjkat Pascala. Teraz wprowadzam oznaczenie: symbol (Z) oznacza liczbe stojaca
W wierszu o numerze n na miejscu o numerze k; zwracam uwage na to, ze numeracja
wierszy zaczyna sie od jedynki, a numeracja liczb w wierszach zaczyna sie od zera.
Mamy zatem:
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Mamy takze kombinatorycznag definicje wspolczynnika dwumianowego: liczba (Z)
jest rowna liczbie ciggdéw zerojedynkowych dtugosci n, w ktorych jest k jedynek. Przy-
pominam zasade tworzenia trojkata Pascala: kazdy wiersz zaczyna sie i konczy jedynka
oraz kazda z pozostalych liczb w danym wierszu jest sumag dwoch liczb sasiadujacych
z nia jeden wiersz wyzej. Te zasade mozemy sformutowaé w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego n > 1 mamy:

(5)=()=

Ponadto dla dowolnego n > 2 i dowolnego k takiego, ze 0 < k < n mamy
n\y (n-—1 n—1
(k) B (k:—1>+( k )

Dowéd. Réwnosé (8) = 1 wynika stad, ze istnieje doktadnie jeden ciag zerojedynkowy
dhugosci n majacy 0 jedynek, mianowicie ciag skladajacy sie z samych zer. Podobnie
(") = 1, bo tylko jeden ciag zerojedynkowy dlugo$ci n ma n jedynek; jest to ciag
skladajadcy sie z samych jedynek. Przypusémy teraz, ze mamy liczby n i k takie, ze
n > 2 oraz 0 < k < n. Wyobrazamy sobie, ze wszystkie ciagi zerojedynkowe dtugosci n
i majace k jedynek wypisujemy w dwéch kolumnach. W pierwszej kolumnie znajda sie
te ciagi, w ktorych ostatni wyraz jest réwny 1. W drugiej kolumnie znajda sie te ciagi,

w ktérych ostatni wyraz jest rowny 0. Popatrzmy na przyktad. Niech n = 6 1 k = 4.
Oto wszystkie ciagi zerojedynkowe dlugosci 6, w ktérych wystepuja 4 jedynki:

00111 | 1 01111 | 0
01011 | 1 10111 | 0
01101 | 1 11011 | 0
01110 | 1 11101 | 0
10011 | 1 11110 | 0
10101 | 1
10110 | 1
11001 | 1
11010 | 1
11100 | 1

Ostatnie wyrazy tych ciagdéw zostaly oddzielone kreska. W pierwszej kolumnie mamy
ciagi konczace sie jedynka, w drugiej mamy ciagi konczace si¢ zerem. Zauwazmy, ze przed
kreska mamy w pierwszej kolumnie wszystkie mozliwe ciagi zerojedynkowe diugosci 5
z trzema jedynkami, a w drugiej wszystkie mozliwe ciagi zerojedynkowe ditugosci 5
z czterema jedynkami. A wiec w naszym przykladzie mamy rownosé

(5)- () ()

Popatrzmy teraz na te ciagi w calej ogélnosci. Najpierw we wszystkich ciggach z pierw-
szej kolumny skreslmy ostatnia jedynke — otrzymamy wszystkie mozliwe ciagi zero-
jedynkowe dlugosci n — 1 majace k — 1 jedynek (pamietajmy, ze jedna z k jedynek
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skredliliSmy). Nastepnie we wszystkich ciggach w drugiej kolumnie skres§lmy ostatnie
zero — otrzymamy wszystkie ciagi zerojedynkowe dtugosci n majace k jedynek. Zatem
z definicji wspotczynnika dwumianowego wynika, ze w pierwszej kolumnie znajduje sie
(Zj) ciagow zerojedynkowych, a w drugiej znajduje sie ("zl) ciagow. Podsumujmy:

e w obu kolumnach razem mamy wszystkie ciagi zerojedynkowe dtugosci n, w ktoérych
jest k jedynek,
zatem w obu kolumnach razem znajduje si¢ (Z) ciagéw,

w pierwszej kolumnie znajduje si¢ (Zj) ciagéw,

w drugiej kolumnie znajduje sie (”;1) ciagow,
zaden ciag nie wystepuje w obu kolumnach.

7 reguly dodawania wynika zatem, ze

ny (n-—1 n—1

()= () (o)
To konczy dowdd twierdzenia.
Ciagi zerojedynkowe maja wiele dobrych interpretacji. Ciag zerojedynkowy dtugosci n,
w ktéorym jest k jedynek wskazuje pewien sposéb wybierania k£ obiektéw sposrod n
obiektéw. Numerujemy mianowicie wszystkie obiekty liczbami od 1 do n i wybieramy
obiekty o tych numerach, na ktérych miejscach w naszym ciagu zerojedynkowym stoi
jedynka. Zatem wspotczynnik dwumianowy (Z) jest réwny liczbie sposobéw wybrania k
obiektéw sposrod n obiektow. Inaczej mowiac, jest to liczba k-elementowych podzbioréw
zbioru n-elementowego.
Naturalnym pytaniem jest to, w jaki sposob mozemy oblicza¢ wspdtczynniki dwumia-
nowe. Dla malych n mozemy po prostu wypisaé¢ kilka poczatkowych wierszy trojkata
Pascala. Chcielibysmy jednak mie¢ wzér pozwalajacy oblicza¢ dowolne wspdtezynniki
dwumianowe. Taki wzér wyprowadzam z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Dane s liczby naturalne k i n takie, ze 1 < k < n. Wéwczas

n n—1
k - =n- .
()= (o)
Dowdéd. Rozwazamy wszystkie ciagi zdefiniowane w nastepujacy sposéb:
e ciag ma dlugo$¢ n oraz wsrdd jego wyrazow jest k — 1 jedynek, jedna dwdjka
i wszystkie pozostale wyrazy sg zerami.
Pomyst rozumowania polega na tym, by tak zdefiniowane ciggi zliczy¢ dwoma sposo-
bami. Poniewaz liczba tych ciagéw nie zalezy oczywiscie od sposobu zliczania, wiec
otrzymane dwie liczby beda réwne. Oba sposoby zliczania polegaja tak naprawde na
tym, by policzy¢, na ile sposobéw mozemy taki ciag skonstruowac.
Sposéb 1. Najpierw tworzymy ciag zerojedynkowy dlugosci n, w ktorym jest k je-
dynek (z definicji wspélczynnika dwumianowego mozemy to zrobi¢ na () sposobéw),
a nastepnie jedng jedynke zamieniamy na dwojke (poniewaz jest k jedynek, wiec nieza-
leznie od tego, na ktorych miejscach one stoja w naszym ciagu, mozemy to zrobi¢ na
k sposobéw). Z reguly mnozenia wynika, ze istnieje k - (}) ciagéw rozwazanej postaci.
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Sposéb 2. Najpierw wybieramy miejsce, na ktérym wpiszemy dwdjke. Mozemy to
miejsce wybra¢ na n sposobow. Pozostaje n — 1 miejsc; mozemy je potraktowac jako
miejsca, w ktore wpiszemy wyrazy ciggu zerojedynkowego dtugosci n —1, w ktérym jest
k —1 jedynek. Z definicji wspotczynnika dwumianowego wiemy, ze istnieje (Zj) takich
ciagow. Znow korzystamy z regulty mnozenia i stwierdzamy, ze istnieje n - (Zj) ciagow
rozwazanej postaci.

Jak wspomnialem, niezaleznie od sposobu zliczania elementéw, musimy otrzymac ten
sam wynik. Mamy zatem réwnos¢

e ()= ()

Powyzszy dowdd prowokuje do nastepujacego komentarza. Uzycie ciggéw zerojedynko-
wych pozwala na pokazanie w trakcie dowodu tatwego przyktadu dobrze ilustrujacego
gtowny pomyst. Oczywiscie mozna zrobi¢ to samo z podzbiorami zbioru szescioelemen-
towego, ale — moim zdaniem — uzycie ciaggoéw jest bardziej czytelne dla ucznia.

co konczy dowod twierdzenia.

Whiosek. Dane sg liczby naturalne k i n takie, ze 1 < k < n. Wéwczas
n\y n (n-1
k)] k \k—-1)
Z tego wniosku wyprowadzam kilka wzoréw, z ktorych korzystamy najczesciej (zaktadam
tutaj, ze n > 3):
n n—1
pu— . pu— . ]_ pu—
(1)1 (") =mren
n n—1
—= . —= . — 1 =
(6)=5(") =50
ny n—1\
3) 2 )

Ten sposéb obliczania wspoétczynnikow dwumianowych ilustruje jednym zadaniem.

n(n—1)
2 )
(n—1)(n—2) _ nin—1)(n— 2).
2 6

w3 3 ~I3

w3 o3

Zadanie. Na ile sposobéw mozna wybraé 6 réznych liczb sposrdd liczb od 1 do 497

Rozwigzanie. Z definicji wiemy, ze liczba takich podzbioréow jest réwna (469). Korzy-
stajac kilkakrotnie z powyzszego wzoru oraz ze znanego nam juz wzoru (8) =1, otrzy-
mujemy:

49\ 49 (48\ 49 48 (4T\ 49 48 47 [(46\
(6)‘?'(5)_E’F'(4)_E'E'Z'(3>_
49 48 4T 46 (45\ 49 48 4T 46 45 (44
_F'E'Z'§'<2) E'E'Z'E'?'(J‘

_ 49 48 47 46 45 44 (43)_@ 48 47 46 45 44

6 5 4 3 2 1
49 -48 -47-46 - 45 - 44
6-5-4-3-2-1

........... 1=
0/ 6 5 4 3 2 1
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Po skréceniu utamka (bo: 48 =6 -4 -2 oraz 15 =5 - 3) , otrzymujemy

(469> =49-47-46 -3 - 44 = 13983816.

Nietrudno uogélni¢ to rozumowanie, by otrzymac¢ wzor ogélny na wspoétczynnik dwumia-
nowy (2) Sciste rozumowanie wymaga indukeji matematycznej. Ale mozemy przekonaé
uczniow o stusznosdci wzoru na podstawie kilku przyktadéw pokazujacych w istocie to
samo rozumowanie lub za pomoca obliczenia:

ny n n—1\
() =5 ()5
- n n—1 n—2\
Tk k—1«}—2>
- n n—1 n-2 n—3\
_E'm'm'(k—?,)_
- n n—1 n-2 n—k+1 (n—k\
Tk k-1 k-2 1 '(k—k)_
_nonzlinz2 onzkEl
kK k-1 k-2 1
n-(n—=1)-n—=2)-...-(n—k+1)
k! '

Znajomo$¢ wzoru ogdlnego jest oczywiscie bardzo przydatna w obu postaciach:

(Z>_nmn—nmn—2-“-m—k+n

oraz

Cv n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)

k k!
n-(n-1)-(n-2)-...-(n—k+1) (n—k)-(n—-k-1)-...-2-1 _
B k! n—k)-(n—k—1)-...-2-1
n-(n—=1)-n=2)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—-1)- 2-1
B k- (n—k)! B
n!
Tk (n—k)

Prosze jednak uczniéw, by zapamietali kilka szczegdlnych przypadkéw tego wzoru i by
w tych przypadkach nie odwotywali sie do wzoru ogdlnego. Przypominam te wyprowa-
dzone wyzej najwazniejsze przypadki:

() () ()2
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Ten wstep chce zakonczy¢ kilkoma ogdlnymi uwagami dotyczacymi nauczania kombina-
toryki. Po pierwsze, kombinatoryka to nie tylko permutacje, kombinacje i wariacje (z po-
wtorzeniami lub bez) i wzory na liczbe tych obiektéw. Tych pojeé na lekcji wrecz nie
omawiam. Kombinatoryka (przynajmniej w zakresie obowiazujacym w szkole) to przede
wszystkim sztuka zliczania elementow zbioréw skonczonych. Chciatbym, by uczniowie
nauczyli sie tej sztuki korzystajac z najprostszych zasad — ten sposéb myslenia przyda
im si¢ w dalszej nauce kombinatoryki, bardziej niz wylacznie umiejetno$¢ rozpozna-
wania wybranych obiektéw kombinatorycznych (wspomniane permutacje, kombinacje
i wariacje). Kazde zadanie, w ktérym korzysta sie z gotowych wzoréw na przyklad na
liczbe wariacji, mozna bardzo tatwo rozwigzaé¢ bezposrednio z reguly mnozenia — ale
nie na odwroét. Istnieje takze wiele zadan, ktére mozna tatwo rozwiaza¢ za pomoca ro-
zumowania kombinatorycznego i trudno rozwigza¢ innym sposobem. Przyktadem jest
nastepujaca tozsamosé:

n\> n\> n\ > n o \? n\> _(2n
o)+ () +G) e () + 0 =)

Dowdéd polega na zliczaniu dwoma sposobami ciggdéw zerojedynkowych dtugosci 2n ma-
jacych n jedynek. Z jednej strony jest ich oczywiscie (2;:) To jest prawa strona wzoru.
7 drugiej strony patrzymy na liczbe jedynek wérod pierwszych n wyrazow ciggu — jest
to liczba od 0 do n. Dla kazdej liczby k takiej, ze 0 < k < n policzymy ciagi majace
k jedynek.

Jedli wéréd pierwszych n wyrazéw ciggu jest k jedynek, to wsréd ostatnich n wyrazow
jest n — k jedynek. Istnieje (}) ciagéw majacych k jedynek. Istnieje nastepnie (")
ciagébw majacych n — k jedynek. Nietrudno zauwazy¢, ze prawdziwa jest rownosc

n _(n
n—k) \k)
Istnieje zatem (2) ciagdbw majacych n — k jedynek. Bierzemy teraz dwa ciagi: jeden
majacy k jedynek i jeden majacy n — k jedynek, a nastepnie taczymy w jeden ciag
zerojedynkowy dlugosci 2n majacy n jedynek. Reguta mnozenia méwi, ze mozemy to
., ny 2 , . R R .
zrobi¢ na ( k) sposobow. Pokazalismy zatem, ze istnieje ( k) ciagéw zerojedynkowych
dtugoéci 2n, w ktorych jest n jedynek umieszczonych tak, ze w pierwszej potowie ciagu
znajduje sie k jedynek.
Teraz reguta dodawania méwi, ze tak otrzymane liczby mamy dodaé; to daje lewa strone
wzoru. W ten sposob dowdd wzoru zostal zakonczony. Oczywiscie istnieje takze dowdd
czysto rachunkowy; jest on jednak bardziej skomplikowany.
Po tym wstepie przejdzmy do rozwigzania naszych trzech zadan.

Najpierw zajmijmy si¢ zadaniem 1. Jednak zanim je rozwiazemy, popatrzmy na rozwia-
zania kilku zadan prostszych.

Zadanie 4. Ile jest liczb sze$ciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 27

Rozwigzanie. Rozwazamy dwa przypadki, gdyz sume cyfr 2 mozemy uzyska¢ na dwa
sposoby.
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e Przypadek 1. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne sa réwne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba: 200000.

e Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 1, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

110000, 101000, 100100, 100010 oraz 100001.

Lacznie mamy wiec 6 liczb szedciocyfrowych o sumie cyfr 2.

Powyzsze rozwigzanie mozemy zapisa¢ nieco inaczej. Sume cyfr 2 mozemy uzyskaé¢ na
dwa sposoby:

2=2+0, 2=1+1.

W powyzszym zapisie pierwszy sktadnik oznacza pierwsza cyfre rozwazanej liczby; drugi
za$ oznacza, ze wsrod pozostaltych pieciu cyfr znajduja sie albo same zera (w przypadku
pierwszym), albo jedna jedynka (w przypadku drugim). Oczywiscie jest tylko jedna
mozliwos¢, w ktorej po pierwszej cyfrze réwnej 2 wystepuja same zera. Natomiast istnieje
5 liczb, w ktorych po pierwszej jedynce wystepuje jedna jedynka i cztery zera: jedynka
moze by¢ bowiem na jednym z pieciu miejsc.

Zadanie 5. Ile jest liczb szeSciocyfrowych o sumie cyfr rownej 37

Rozwigzanie. Sume cyfr réwna 3 mozemy uzyskaé na cztery sposoby:

e 3=3+0,
e 3 =241,
e 3=1+2,
e 3J=1+1+1.

Mamy zatem 4 przypadKki.
e Przypadek 1. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne sa réwne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba: 300000.
e Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 1, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

210000, 201000, 200100, 200010 oraz 200001.

Inaczej moéwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 1 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

e Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 2, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

120000, 102000, 100200, 100020 oraz 100002.

Inaczej moéwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 2 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).
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Przypadek 4. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwdch rownych 1, sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

111000, 110100, 110010, 110001, 101100, 101010,
101001, 100110, 100101 oraz 100011.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0).

Lacznie mamy zatem 1+ 5+ 5 4 10 = 21 liczb.

Zadanie 6. Ile jest liczb sze$ciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 47

Roz

wigzanie. Sume cyfr réwna 4 mozemy uzyskaé¢ na osiem sposobdw:
4=4+0,

4=3+1,

4=2+2,

4=2+1+1,

4=1+3,

4=1+2+1,

4=1+1+2,

4=1+1+1+1.

Mamy zatem 8 przypadkéw.

Przypadek 1. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 4, wszystkie nastepne sa rowne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba: 400000.

Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 1, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

310000, 301000, 300100, 300010 oraz 300001.

Inaczej mowiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 1 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 2, sa roéwne 0. Istnieje 5 takich liczb:

220000, 202000, 200200, 200020 oraz 200002.

Inaczej mowiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 2 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 4. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoéch réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

211000, 210100, 210010, 210001, 201100, 201010,
201001, 200110, 200101 oraz 200011.
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Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwo$ci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych
stawiamy cyfre 0).

Przypadek 5. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 3, sa réwne 0. Istnieje 5 takich liczb:

130000, 103000, 100300, 100030 oraz 100003.

Inaczej mowiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 3 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 6. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch réwnych 21 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

121000, 120100, 120010, 120001, 102100, 102010,
102001, 100210, 100201 oraz 100021.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (2) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 21 1 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 2 i 1 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 7. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch réwnych 112 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

112000, 120100, 110020, 110002, 101200, 101020,
101002, 100120, 100102 oraz 100012.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 112 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 1 i 2 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 8. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

111100, 111010, 111001, 110110, 110101, 110011,
101110, 101101, 101011 oraz 100111.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwos$ci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych
stawiamy cyfre 0).

Lacznie mamy zatem 145454 10+ 5+ 10+ 10 4+ 10 = 56 liczb.

Zadanie 7. Ile jest liczb sze$ciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 57

Roz

wigzanie. Sume cyfr rowna 5 mozemy uzyskaé¢ na 16 sposobéw:
5=5+40,
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5=4+1,
5=3+2,
5=3+1+1,
5=2+3,
5=2+2+1,
5=2+1+2,
5=24+14+1+1,
5=1+4,
5=1+4+3+1,
5=1+1+3,
5=1+2+2,
5=1+4+2+1+1,
5=1+4+1+4+2+1,
5=1+4+1+1+2,
5=1+1+14+1+1.

Mamy zatem 16 przypadkow.

Przypadek 1. Pierwsza cyfrg rozwazanej liczby jest 5, wszystkie nastepne sa rowne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba: 500000.

Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 4, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 1, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

410000, 401000, 400100, 400010 oraz 400001.

Inaczej mowiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 4, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 1 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 2, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

320000, 302000, 300200, 300020 oraz 300002.

Inaczej moéwigc: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 2 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 4. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwdch rownych 1, sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

311000, 310100, 310010, 310001, 301100, 301010,
301001, 300110, 300101 oraz 300011.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwo$ci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych
stawiamy cyfre 0).

Przypadek 5. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 3, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

230000, 203000, 200300, 200030 oraz 200003.
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Inaczej moéwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 3 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 6. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch réwnych 2 1 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

221000, 220100, 220010, 220001, 202100, 202010,
202001, 200210, 200201 oraz 200021.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2 i 1 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 2 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 7. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwo6ch réwnych 112 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

212000, 120100, 210020, 210002, 201200, 201020,
201002, 200120, 200102 oraz 200012.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 112 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 1 i 2 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 8. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

211100, 211010, 211001, 210110, 210101, 210011,
201110, 201101, 201011 oraz 200111.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (:5,)) =10
mozliwo$ci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych
stawiamy cyfre 0).

Przypadek 9. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 4, sa rowne 0. Istnieje 5 takich liczb:

140000, 104000, 100400, 100040 oraz 100004.

Inaczej moéwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy 5 moz-
liwosci wyboru miejsca, na ktérym postawimy cyfre 4 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0).

Przypadek 10. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch réwnych 31 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

131000, 130100, 130010, 130001, 103100, 103010,
103001, 100310, 100301 oraz 100031.
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Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwdch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 311 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 3 i 1 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 11. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwo6ch réwnych 11 3 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

113000, 110300, 110030, 110003, 101300, 101030,
101003, 100130, 100103 oraz 100013.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 i 3 (na pozostaltych
stawiamy cyfre 0); cyfry 1 i 3 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 12. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwdch rownych 2, sg réwne 0. Istnieje 10 takich liczb:

122000, 120200, 120020, 120002, 102200, 102020,
102002, 100220, 100202 oraz 100022.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy dwie cyfry 2 (na pozosta-
lych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 13. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 2, 11 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich
liczb:

121100, 121010, 121001, 120110, 120101, 120011,
102110, 102101, 102011 oraz 100211.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (:5,)) =10
mozliwos$ci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2, 1 i 1 (na pozo-
stalych stawiamy cyfre 0); cyfry 2, 1 i 1 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych
trzech miejscach.

Przypadek 14. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, 2 i 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich
liczb:

112100, 112010, 112001, 110210, 110201, 110021,
101210, 101201, 101021 oraz 100121.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) =10
mozliwosci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1, 2 i 1 (na pozo-
stalych stawiamy cyfre 0); cyfry 1, 2 i 1 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych
trzech miejscach.
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Przypadek 15. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, 11 2 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 10 takich
liczb:

111200, 111020, 111002, 110120, 110102, 110012,
101120, 101102, 101012 oraz 100112.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (:5,)) =10
mozliwos$ci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1, 1 1 2 (na pozo-
stalych stawiamy cyfre 0); cyfry 1, 1 i 2 stawiamy w tej kolejno$ci na wybranych
trzech miejscach.

Przypadek 16. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem czterech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje 5 takich liczb:

111110, 111101, 111011, 110111 oraz 101111.

Inaczej méwiac: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1 1 wtedy mamy (Z) =5
mozliwosci wyboru czterech miejsc, na ktérych postawimy cztery cyfry 1 (na pozo-
stalym miejscu stawiamy cyfre 0).

bLacznie mamy zatem 14+5+4+5+10+5+104+10+1045410+10410+104+10+10+5 = 126
liczb.

Zadanie 8. lle jest liczb szesciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 67

Rozwiazanie tego zadania pozostawi¢ jako zmudne ¢wiczenie. Liczbe 6 mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy liczb na 32 sposoby. Przeanalizowanie wszystkich powinno da¢
ostateczny wynik réowny 252. W dalszym ciggu zobaczymy metody ogolne, za pomoca
ktérych mozna szybciej otrzymac te odpowiedz.

Teraz mozemy powroci¢ do zadania 1 i przedstawié¢ jego rozwigzanie.

Rozwigzanie zadania 1. Tak jak w zadaniu 5 mamy 16 sposobéw przedstawienia
sumy cyfr 5:
e 5=5+0,
e b=4+1,
e 5=3+2,
e 5=3+1+1,
e H=2+3,
e 5=2+4+2+1,
e 5=2+4+1+2,
e 5=2+1+4+1+1,
e 5=1+4,
e 5=1+4+3+1,
e 5=1+1+3,
e b =1+2+42,
e 5=1+2+4+1+1,
e 5=1+1+4+2+1,
e 5=1+1+1+2,
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5=1+1+1+1+1

Mamy zatem 16 przypadkéw. W tych przypadkach skorzystamy z nastepujacych obli-

czen

' 19\ 19-18
= :]_ . :]_]_
(9) 085y,
W\ _19-18-17 40 5 17 — 969,
3 6
19\ 19.18-17-16
<4)_ Ny —19.6-17-2 — 3876.

Przypadek 1. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 5, kazda z nastepnych 19 cyfr
jest rowna 0. Istnieje tylko jedna taka liczba.

Przypadek 2. Pierwsza cyfrg rozwazanej liczby jest 4, wszystkie nastepne, z wyjat-
kiem jednej réwnej 1, sa réwne 0. Istnieje 19 takich liczb. Mianowicie na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 4, a nastepnie mamy 19 mozliwosci wyboru miejsca, na
ktérym postawimy cyfre 1 (na pozostatych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 2, sa rowne 0. Istnieje 19 takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy 19 mozliwosci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 2 (na pozostaltych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 4. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wyjat-
kiem dwoch réwnych 1, sa rowne 0. Istnieje 171 takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy (129) = 171 mozliwosci wyboru dwoéch miejsc,
na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 5. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 3, sa rowne 0. Istnieje 19 takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy 19 mozliwosci wyboru miejsca, na ktorym
postawimy cyfre 3 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 6. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 211 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 171 takich liczb:
na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (129) = 171 mozliwosci
wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2 i 1 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0); cyfry 2 1 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch miejscach.
Przypadek 7. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 11 2 (w tej kolejnosci), sa rowne 0. Istnieje 171 takich liczb:
na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (129) = 171 mozliwosci
wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 11 2 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0); cyfry 11 2 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch miejscach.
Przypadek 8. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wyjat-
kiem trzech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje 969 takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (139) = 969 mozliwosci wyboru trzech miejsc,
na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 9. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 4, sa rowne 0. Istnieje 19 takich liczb: na pierwszym miejscu
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stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy 19 mozliwo$ci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 4 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

e Przypadek 10. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 311 (w tej kolejnosci), sa rowne 0. Istnieje 171 takich liczb:
na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (129) = 171 mozliwosci
wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 3 i 1 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0); cyfry 3 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch miejscach.

e Przypadek 11. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 11 3 (w tej kolejnosci), sa rowne 0. Istnieje 171 takich liczb:
na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (129) = 171 mozliwosci
wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 11 3 (na pozostalych stawiamy
cyfre 0); cyfry 1 i 3 stawiamy w tej kolejnodci na wybranych dwéch miejscach.

e Przypadek 12. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch réwnych 2, sa réwne 0. Istnieje 171 takich liczb: na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (129) = 171 mozliwo$ci wyboru dwoch
miejsc, na ktérych postawimy dwie cyfry 2 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

e Przypadek 13. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réownych 2, 1 i 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 969 takich
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (139) = 969 moz-
liwosci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2, 11 1 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 2, 1 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych trzech
miejscach.

e Przypadek 14. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, 21 1 (w tej kolejnosci), sa rowne 0. Istnieje 969 takich
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (139) = 969 moz-
liwosci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1, 2 i 1 (na pozostaltych
stawiamy cyfre 0); cyfry 1, 2 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych trzech
miejscach.

e Przypadek 15. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, 11 2 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje 969 takich
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (139) = 969 moz-
liwosci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1, 1 i 2 (na pozostatych
stawiamy cyfre 0); cyfry 1, 1 i 2 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych trzech
miejscach.

e Przypadek 16. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem czterech réwnych 1, sg réwne 0. Istnieje 3876 takich liczb: na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 1 i wtedy mamy (149) = 3876 mozliwosci wyboru czterech
miejsc, na ktérych postawimy cztery cyfry 1 (na pozostalych miejscach stawiamy
cyfre 0).

Lacznie mamy zatem 1+4-19+6-171+4-9694-3876 = 1+76+41026+ 387643876 = 8855
liczb.

W dalszym ciagu sprébujemy uogdlni¢ rozwiazane zadania. Przyjrzyjmy sie jednak naj-
pierw otrzymanym wynikom. Popatrzmy zatem jeszcze raz na kilka poczatkowych wier-
szy trojkata Pascala, w ktorym zostaly wyttuszczone wyniki otrzymane w zadaniach od
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4 do 8:
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Zauwazamy, ze:
e istnieje ((13) = 6 liczb szedciocyfrowych o sumie cyfr rownej 2,
e istnieje (;) = 21 liczb szesciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 3,
e istnieje (2) = 56 liczb szes$ciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 4,

e istnieje (Z) = 126 liczb szedciocyfrowych o sumie cyfr rownej 5,

10
5

Bedziemy obliczad, ile jest liczb majacych n+ 1 cyfr (tzn. takich, ze po pierwszej cyfrze
mamy jeszcze n cyfr) i takich, ze suma cyfr jest réowna 2, 3, 4 lub 5. Sprawdzimy,
czy otrzymane wyniki rzeczywiscie sa wspotczynnikami dwumianowymi. We wszystkich
nastepnych zadaniach zakladamy, ze n > 5.

e istnieje ( ) = 252 liczb szesciocyfrowych o sumie cyfr rownej 6.

Zadanie 9. Ile jest liczb majacych n + 1 cyfr o sumie cyfr réwnej 27
Rozwigzanie. Sume cyfr réwna 2 mozemy uzyskaé¢ na dwa sposoby:
e 2=2+0,
e 2=1+1,
Rozwazamy zatem dwa przypadki:
e Przypadek 1. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne sa réwne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba.
e Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 1, sa rowne 0. Istnieje (711) = n takich liczb.
n+1)
1

Lacznie mamy wiec n + 1 = ( liczb majacych n + 1 cyfr o sumie cyfr réwnej 2.

Zadanie 10. Ile jest liczb majacych n + 1 cyfr o sumie cyfr rownej 37

Rozwigzanie. Sume cyfr rowna 3 mozemy uzyskaé¢ na cztery sposoby:

e 3=3+0,
e 3=2+1,
e 3=1+2,
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3=1+1+1.

Mamy zatem 4 przypadKki.

Przypadek 1. Pierwsza cyfrg rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne sa rowne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba.

Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 1, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (711) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktorym
postawimy cyfre 1 (na pozostaltych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 2, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (’f) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktorym
postawimy cyfre 2 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 4. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-

jatkiem dwoch rownych 1, sg réwne 0. Istnieje % takich liczb: na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) = @ mozliwosci wyboru

dwdéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Lacznie mamy zatem

l1+n+n+

nin—1) 2+4n+n(n—1) n*+3n+2 (n+2)(n+1) (n+2
2 2 B 2 - 2 S\ 2

liczb.

Zadanie 11. Ile jest liczb majacych n + 1 cyfr o sumie cyfr rownej 4?7

Roz

wigzanie. Sume cyfr rowna 4 mozemy uzyskaé¢ na osiem sposobdéw:
4 =440,

4=3+1,

4 =242

4=24+1+1,

4=1+3,

4=14+2+1,

4=1+1+1+1.

Mamy zatem 8 przypadkéw.

Przypadek 1. Pierwsza cyfrg rozwazanej liczby jest 4, wszystkie nastepne sa rowne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba.

Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 1, sa rowne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy (’11) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 2, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (Tf) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktorym
postawimy cyfre 2 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).
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Zate

Przypadek 4. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
@ takich liczb: na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (72‘) = @ mozliwosci wyboru
dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).
Przypadek 5. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej rownej 3, sa rowne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (’11) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 3 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 6. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch réwnych 2 11 (w tej kolejnosei), sa réwne 0. Istnieje n("z_l) takich
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy () = "(nZ_l)
mozliwos$ci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2 i 1 (na pozosta-
tych stawiamy cyfre 0); cyfry 2 1 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 7. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-

jatkiem dwoch rownych 1, sg réwne 0. Istnieje

jatkiem dwéch réwnych 11 2 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje @ takich
_— . .. . . _ n(n-1)
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) = =
mozliwo$ci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 11 2 (na pozosta-
tych stawiamy cyfre 0); cyfry 11 2 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.
Przypadek 8. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wyjat-
kiem trzech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje w takich liczb: na pierwszym
. . . . n\ __ n(n—l)(n—Z) eqe s .
miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (3) = ——§&— mozliwosci wyboru
trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

m liczba rozwazanych liczb o sumie cyfr réwnej 4 jest réwna:

1+3n+3-n(n2_1) +n(n—1é(n—2) _ 6+18n+9n(n—1g+n(n—1)(n—2) _
B 6+ 18n+9n% —9n+n2 — 3n 4+ 2n - nd+6n+11n+6 -
= 5 = 5 =
- (n+3)(n+2)(n+1) (n+3)
N 6 -\ 3 )

Zadanie 12. Ile jest liczb majacych n + 1 cyfr o sumie cyfr rownej 57

Roz

wigzanie. Sume cyfr rowna 5 mozemy uzyskac¢ na 16 sposobdéw:
5=25+0,

D=4+1,

5=3+2,

0=3+1+1,

5=2+43,

0=2+2+1,

09=2+1+2,

5=2+4+1+1+1,
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5=1+4,
5=1+3+1,
5=1+1+3,
5=1+2+2,

5=1+2+1+1,
5=1+1+2+1,
5=1+1+1+2,
5=1+1+14+1+1.

Mamy zatem 16 przypadkow.

Przypadek 1. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 5, wszystkie nastepne sa rowne
0. Istnieje tylko jedna taka liczba.

Przypadek 2. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 4, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 1, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 4, a nastepnie mamy (711) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 1 (na pozostaltych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 3. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 2, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy (’11) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 2 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 4. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 3, wszystkie nastepne, z wy-
@ takich liczb: na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 3, a nastepnie mamy (g) = @ mozliwosci wyboru
dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostatych stawiamy cyfre 0).

jatkiem dwoch rownych 1, sg réwne 0. Istnieje

Przypadek 5. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 3, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (?) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktérym
postawimy cyfre 3 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).

Przypadek 6. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réownych 2 1 1 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje @ takich
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (g) = @
mozliwosci wyboru dwdch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2 i 1 (na pozosta-
lych stawiamy cyfre 0); cyfry 2 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 7. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 11 2 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje @ takich
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (Z) = @
mozliwosci wyboru dwoch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 i 2 (na pozosta-
lych stawiamy cyfre 0); cyfry 11 2 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.

Przypadek 8. Pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 2, wszystkie nastepne, z wyjat-
kiem trzech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje W takich liczb: na pierwszym

- . . ny _ n(n—1)(n—2) e

miejscu stawiamy cyfre 2, a nastepnie mamy (3) = ——§— mozliwosci wyboru
trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).
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Przypadek 9. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem jednej réwnej 4, sa réwne 0. Istnieje n takich liczb: na pierwszym miejscu
stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (?) = n mozliwosci wyboru miejsca, na ktorym
postawimy cyfre 4 (na pozostalych stawiamy cyfre 0).
Przypadek 10. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 3 11 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje @ takich
_— . .. . . ny _ n(n=1)
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (2) = =5
mozliwo$ci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 3 i 1 (na pozosta-
tych stawiamy cyfre 0); cyfry 3 1 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.
Przypadek 11. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwéch réwnych 11 3 (w tej kolejnosci), sa réwne 0. Istnieje @ takich
N . .. . . ny _ n(n-1)
liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (2) = =5
mozliwodci wyboru dwéch miejsc, na ktérych postawimy cyfry 11 3 (na pozosta-
tych stawiamy cyfre 0); cyfry 11 3 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych dwéch
miejscach.
Przypadek 12. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem dwoch rownych 2, sg réwne 0. Istnieje @ takich liczb: na pierwszym
miejscu stawiamy cyfre 1, a nastepnie mamy (g) = w mozliwosci wyboru
dwdéch miejsc, na ktérych postawimy dwie cyfry 2 (na pozostalych stawiamy cyfre
0).
Przypadek 13. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 2, 111 (w tej kolejnoéci), sa réwne 0. Istnieje W
takich liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1 oraz mamy (g) = W
mozliwodci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 2, 1 1 1 (na pozo-
stalych stawiamy cyfre 0); cyfry 2, 1 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych
y y cyire yiry y J J y y
trzech miejscach.
Przypadek 14. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, 21 1 (w tej kolejnoéci), sa réwne 0. Istnieje W
takich liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1 oraz mamy (g) = W
mozliwodci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1, 21 1 (na pozo-
stalych stawiamy cyfre 0); cyfry 1, 2 i 1 stawiamy w tej kolejnosci na wybranych
y y cyire yiry y J J y y
trzech miejscach.
Przypadek 15. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-
jatkiem trzech réwnych 1, 112 (w tej kolejnoéci), sa réwne 0. Istnieje W
takich liczb: na pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1 oraz mamy (g) = w
mozliwo$ci wyboru trzech miejsc, na ktérych postawimy cyfry 1, 1 1 2 (na pozo-
stalych stawiamy cyfre 0); cyfry 1, 1 i 2 stawiamy w tej kolejnoéci na wybranych
trzech miejscach.

Przypadek 16. Pierwszg cyfra rozwazanej liczby jest 1, wszystkie nastepne, z wy-

jatkiem czterech réwnych 1, sa réwne 0. Istnieje n(nfl)(gf)(”%) takich liczb: na

pierwszym miejscu stawiamy cyfre 1 i wtedy mamy () = n(n_l)(glz)("_?’) mozli-

wosci wyboru czterech miejsc, na ktérych postawimy cztery cyfry 1 (na pozostatych
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W. Guzicki — Zadanie o sumach cyfr — poziom rozszerzony 23

miejscach stawiamy cyfre 0).

Zatem liczba rozwazanych liczb jest réwna:

e (o ()

:1+4n+6.n(n—1) +4.n(n—1)(n—2) +n(n—1)(n—2)(n—3) _
2 6 24
_ 24+96n +T72n(n — 1) +16n(n —1)(n —2) +n(n—1)(n —2)(n - 3)
— 5 —
24+ 96n 4+ n(n —1)(72 4+ 16(n — 2) + (n — 2)(n — 3))
- 50 —
_ 244+96n+n(n—1)(72+16n —32+n* —5n+6)
— 20 —
_ 24496n+n(n—1)(n® 4+ 11n +46)
— 5 —
244 96n + n(n® +11n? +46n — n? — 11n — 46)
- 50 —
24+ 96n + n(n® +10n? 4 35n — 46)
— 20 —
24+ 96n 4 n* +10n® 4 350 — 46n
— 50 —
~ n* +10n® 4 35n% 4 50n + 24
24 '

Z drugiej strony zauwazmy, ze

n+4)n+3)(n+2)(n+1)=n*+Tn+12)(n* +3n+2) =
=n? 4+ 302 +2n% + 7n3 + 21n% + 14n + 12n2% + 36n + 24 =
=nt 4+ 10n3 4 35n% 4 50n + 24.

A wiec liczba rozwazanych liczb jest réwna

n+4)(n+3)(n+2)(n+1) (n+4
24 _( 4 )

Zadanie 13. Ile jest liczb majacych n + 1 cyfr o sumie cyfr réwnej 67

Rozwiazanie tego zadania pozostawie jako zmudne ¢wiczenie. Liczbe 6 mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy liczb na 32 sposoby. Przeanalizowanie wszystkich powinno daé
ostateczny wynik réwny (”;5) Mamy zatem rozsadnie wygladajaca nastepujaca hipo-
teze.
e Zalézmy, ze liczby naturalne m i n spetniajg nieréwnosci 1 < m <9 orazm < n+1.
Woéwczas istnieje ("j:f;l) liczb majacych n+1 cyfr, w ktérych suma cyfr jest réwna
m.
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W dalszym ciggu zobaczymy metody ogdlne, za pomoca ktérych mozna udowodnié
powyzsza hipoteze. Najpierw jednak zajmiemy sie rozwigzaniem zadan 2 i 3. Przypo-
mnijmy tres¢ zadania 2.
Zadanie 2. Oblicz, ile jest liczb dwudziestocyfrowych spelniajacych jednocze$nie na-
stepujace trzy warunki:
e w rozwazanych liczbach wystepuja wylacznie cyfry 1, 21 3,
e kazda cyfra 1, 2 i 3 wystepuje co najmniej jeden raz,
e cyfry wystepuja w rozwazanej liczbie w kolejnosci niemalejacej, tzn. wszystkie cyfry
1 wystepuja przed wszystkimi cyframi 2 i 3 oraz wszystkie cyfry 2 wystepuja przed
wszystkimi cyframi 3.
Przyktadowe takie liczby:

11111122223333333333,  12222222222222222223,11111111111111111123.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Najbardziej naturalny sposéb rozwiazania tego zadania po-
lega na rozpatrzeniu 18 przypadkéw w zaleznosci od liczby jedynek wystepujacych w
rozwazanej liczbie. Przypusémy zatem, ze liczba k spelnia nieréwnosci 1 < k£ < 18.
Policzmy, ile jest rozwazanych liczb dwudziestocyfrowych, w ktorych wystepuje doktad-
nie k jedynek. Mamy wowczas 20 — k pozostalych cyfr. Co najmniej jedna z nich jest
dwdjka i co najmniej jedna jest trojka. Mamy zatem 20 — k — 1 = 19 — k mozliwych
liczb, zawierajacych od jednej do 19 — k dwdjek. Teraz z reguly dodawania wynika, ze
18 otrzymanych liczb (dla k od 1 do 18) nalezy dodaé¢. Mamy zatem

18 -1
5 9:171

(19—1)+(19—2)+ ...+ (19 —17) 4+ (19— 18) = 18+ 17 +... +2+1 =

liczb.

Zauwazmy, ze otrzymany wynik mozna zapisa¢ za pomocg wspolczynnika dwumiano-

wego:
18-19 (19
2 \2)

Zobaczymy, ze nie jest to przypadek.

Rozwigzanie. Sposéb II. Kazda liczbe spetniajaca warunki zadania zakodujemy za
pomoca 20 kropek i 2 pionowych kresek. Kazda kropka znajdujaca sie przed pierwsza
kreska oznacza cyfre 1, kazda kropka znajdujaca si¢ miedzy kreskami oznacza cyfre 2,
wreszcie kazda kropka znajdujaca si¢ za druga kreska oznacza cyfre 3. Trzy przyktadowe
liczby zostang zatem zakodowane w nastepujacy sposob:

11111122223333333333 — e e e e e ¢ | e e 00 |0 000000000
12222222222222222223 — o | o e e o 0o 06 06 0606060000000 0 | o
11111111111111111123 — o © ©o ©¢ ©¢ @ ¢ @ @ o @ ¢ @ 0 @0 0 0 @ | ° |o

Poniewaz w rozwazanych liczbach musza wystapi¢ wszystkie trzy cyfry (1, 2 i 3), wiec
kreski oddzielajace kropki musza znajdowac sie w 19 przerwach miedzy kropkami. Pierw-
sza kreska nie moze bowiem znalez¢ sie przed pierwsza kropka, obie kreski nie moga
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wystapi¢ obok siebie i wreszcie druga kreska nie moze wystapi¢ za ostatnia kropka.
Mamy zatem 19 przerw miedzy kropkami — mozemy w nie wstawi¢ dwie kreski na (129)
sposobow.

Zadanie 2 mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob.

Zadanie 2a. Dane sg liczby naturalne m i n takie, ze m < n. Udowodnij, ze istnieje

doktadnie (7’;‘1__11) ciagdéw dlugosci n o nastepujacych wtasnosciach:

e wyrazami ciggdéw s liczby naturalne z przedziatu od 1 do m,

e w kazdym ciggu wyrazy wystepuja w kolejnosci niemalejacej,

e kazda liczba naturalna z przedziatu od 1 do m wystepuje w ciggu co najmniej jeden
raz.

Rozwigzanie. Ciagi kodujemy za pomoca n kropek i m — 1 kresek. Kreski moga znaj-
dowaé sie wylacznie w przerwach miedzy kropkami i nie moga dwie kreski znalezé sie
w tej samej przerwie. Mamy zatem n — 1 przerw, w ktérych musimy umiesci¢ m — 1

, L. . . . , , . -1
kresek. Te przerwy, w ktorych znajduja sie kreski mozemy wybra¢ wlasnie na (:1_1)
sposobow.

Zadanie 3. Oblicz, ile jest liczb dwudziestocyfrowych spelniajacych jednoczes$nie na-
stepujace dwa warunki:
e w rozwazanych liczbach wystepuja wyltacznie cyfry 1, 21 3,
e cyfry wystepuja w rozwazanej liczbie w kolejnosci niemalejacej, tzn. wszystkie cyfry
1 wystepuja przed wszystkimi cyframi 2 i 3 oraz wszystkie cyfry 2 wystepuja przed
wszystkimi cyframi 3.
Przyktadowe takie liczby (oprécz trzech przyktadowych liczb pokazanych w zadaniu 2):

11111111111111111111,11111111113333333333, 22222222222222222223.

Rozwigzanie. Tym razem kodujemy liczby za pomoca 20 kropek i dwoch kresek bez
zadnych ograniczen. Jesli kreski znajda sie obok siebie, to znaczy, ze w kodowanej liczbie
nie wystepuje cyfra 2. Jesli pierwsza kreska znajdzie sie na poczatku kodu, to znaczy, ze
w kodowanej liczbie nie wystepuje cyfra 1. Wreszcie, jesli druga kreska znajdzie si¢ na
koncu kodu, to znaczy, ze w kodowanej liczbie nie wystepuje cyfra 3. Trzy przyktadowe
liczby z tresci zadania zostana zakodowane w nastepujacy sposéb:

1111111111111 1111111° — oooooooooooooooooooo||
11111111113333333333 — e e e e e e e 0o 060 | [0 000000000
22222222222222222223  — | 00 000000000000 0000 | °

Mamy zatem lacznie 22 znaki: 20 kropek i 2 kreski. Miejsca (liczac od lewej strony), na
ktorych moga wystapi¢ dwie kreski, wybieramy sposréd 22 mozliwosci na (222) Sposobow.
Zatem liczba rozwazanych liczb jest rowna

22 22-21
( ): =11.21 = 231.
2 2

Zadanie 3 takze mozemy uogolnic.
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Zadanie 3a. Dane sg dwie liczby naturalne m i n. Udowodnij, ze istnieje doktadnie

(”j;:ﬁ;l) ciggdéw dlugosci n o nastepujacych wlasnosciach:

e wyrazami ciggéw sa liczby naturalne z przedziatu od 1 do m,

e w kazdym ciagu wyrazy wystepuja w kolejnosci niemalejacej.
Rozwigzanie. Ciagi kodujemy za pomoca n kropek i m—1 kresek. Kropki i kreski moga
wystepowa¢ w dowolnej kolejnosci. Kropki wystepujace przed pierwszag kreska koduja
wyrazy ciagu rowne 1; jesli takich kropek nie ma w kodzie, to znaczy, ze w ciagu nie
ma wyrazow réwnych 1. Kropki znajdujace sie miedzy pierwsza i druga kreska koduja
wyrazy rowne 2; jesli pierwsze dwie kreski wystepuja obok siebie, to znaczy, ze w ciggu
nie ma wyrazoéw rownych 2 i tak dalej. Wreszcie kropki znajdujace sie za ostatnia kreska
koduja wyrazy ciagu réwne m; jesli takich kropek nie ma, to znaczy, ze w ciaggu nie ma
wyrazéw rownych m. Kod sklada si¢ zatem z n + m — 1 znakéw: n kropek i m — 1
kresek. Miejsca w tym ciggu znakéw, na ktérych moze sie znajdowaé¢ m — 1 kresek,
mozna wybraé sposréd n + m — 1 miejsc na ("jﬁ;l) sposobéw. To konczy rozwigzanie
zadania.

Powr6émy teraz do zadania 1. Przypomnijmy jego tresé.
Zadanie 1. Ile jest liczb dwudziestocyfrowych o sumie cyfr réwnej 57

Rozwigzanie. Kazda z rozwazanych liczb kodujemy za pomoca 5 kropek i 19 kresek.
Liczba kropek przed pierwsza kreska jest rowna pierwszej cyfrze kodowanej liczby. Liczba
kropek miedzy pierwsza i druga kreska jest réwna drugiej cyfrze kodowanej liczby. I tak
dalej az do ostatniej kreski. Liczba kropek za ostatnia kreska jest réwna ostatniej cyfrze
kodowanej liczby. Widzimy, ze istnieje tylko jedno ograniczenie na rozmieszczenie kropek
i kresek: kod nie moze sie zacza¢ od kreski, bo pierwsza cyfra nie moze by¢ zerem. Kod
zaczyna si¢ zatem od kropki, potem mamy 23 znaki: 4 kropki i 19 kresek, wystepujacych
w dowolnej kolejnosci. Tak jak w zadaniu 3 mamy

1) = =23-11-7-5= 8855

23\  23-22-21-20
24

kodéw, a wiec tyle jest liczb spelniajacych warunki zadania 1.
Zadanie 1 mozna uog6lnic.

Zadanie la. Dane sa dwie liczby naturalne m i n takie, ze 1 < m < n+ 1. Udowodnij,

ze istnieje doktadnie (m;ﬁzl) ciagéw dlugosci n+1, spetniajacych nastepujace warunki:

e wszystkie wyrazy ciagu sa liczbami catkowitymi nieujemnymi,
e suma wszystkich wyrazéw ciggu jest rowna m.

Rozwigzanie. Kazdy taki ciag kodujemy za pomoca m kropek i n kresek. Jest tylko
jedno ograniczenie: kod nie moze rozpoczynac sie kreska. Mamy zatem kropke na pierw-
szym miejscu, po ktoérej nastepuje m +n — 1 znakéw: n kresek i m — 1 kropek. Taki kod

mozemy utworzy¢ na (n::le) sposobéw. To konczy rozwigzanie zadania.

Dla m <9 mamy oczywiscie dowod sformutowanej wyzej hipotezy.
e Zalézmy, ze liczby naturalne m i n spetniajg nieréwnosci 1 < m < 9 oraz m < n-+1.

Woéwczas stnieje (":ﬁ;l) liczb majacych n+1 cyfr, w ktérych suma cyfr jest rowna
m.

* %
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